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Od dawna podejmowane s3 proby znalezienia uniwersalnej formuty matema-
tycznej, ktora by mogla opisaé iloSciowo przebieg wzrostu Zywego organizmu,
z uwzglednieniem mechanizmu tego procesu. Historycznie rzecz biorac pierwsze
takie proby odnosity si¢ do zmian liczebnosci catych populacji roslinnych lub zwierze-
cych, dopiero pdzniej zaczeto formutowac funkcje opisujace zmiany objetosci i masy
pojedynczego organizmu. Funkcje te powstawaly przede wszystkim w wyniku ba-
dan wzrostu zwierzat, ale niektére z nich znalazly wkrotce zastosowanie rowniez
w pracach botanicznych. Przebieg, a w szczegdlnosci sposob wzrostu jest jednak
catkiem inny u roélin i u zwierzat i dlatego bez krytycznej analizy mechaniczne sto-
sowanie tych samych funkcji w obu dziedzinach fizjologii byloby nieuzasadnione.

Roéliny charakteryzuja si¢ duza zmiennoscia fenotypowa, wyrazajaca si¢ wigk-
szym niz u zwierzat modyfikujacym wplywem warunkow §rodowiska, zmieniajacym
forme zewnetrzng i wzajemne proporcje migdzy stale rosngcymi organami, w szcze-
gbélnodci za§ migdzy czedcia asymilacyjna i korzeniem. Rozwdj ontogenetyczny
zwierzecia mozna traktowaé jako wyraz realizacji zdeterminowanego genetycznie
programu, przy czym warunki zewnetrzne wplywaja tu glownie poprzez zmiang
ogoblnej szybkoéci wzrostu. Natomiast u roslin genotyp nie okresla ostatecznej formy
morfologicznej, lecz tylko granice zmiennosci fenotypowej, w ramach ktérych mo-
ga zmienia¢ si¢ takze proporcje pomigdzy wcigz rosngcymi, w pewnym stopniu
zreszta niezaleznie od siebie, czgSciami organizmu. Konkretne realizacje tego samego
genotypu roéliny moga wiec do$¢ znacznie rézni¢ si¢ miedzy soba w zaleznosci od
warunkow wzrostu, przy czym ten nierownomierny i nieallometryczny [17] wzrost
poszczegdlnych organéw ma zawsze charakter przystosowawczy.

Ze wzgledu na duza réznorodno$é wystepujacych w literaturze funkcji wzrostu
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zachodzi potrzeba ich uporzadkowania. Proby takiego uporzadkowania podejmowali
m. in. Richards [10], Prodan [9], Lampre cht i Walter [20], Zelawski, Lech
[25], przy czym niektorzy wprowadzili w tym celu specjalne funkcje uogodlniajace
[5, 10, 19]. Jednak na ogdt weiaz jest trudno zorientowaé si¢ w réznorodnoscei fun-
keji wzrostu — wobec stosowania niejednakowych oznaczen, oraz wystepowania
w pracach réznych autoréw odmiennych postacitych samych funkcji. Ponadto
poszczegdlni badacze niezaleznie od siebie i wychodzac z roznych przestanek, do-
chodzili do wzoru tej samej funkcji, na przykled logistycznej (Verhulst 1830,
Robertson 1908, cyt. wg [20]), czy uogdlnioncj funkcji logistycznej (Richards
[10], Sawinow i wsp. [13], Chapman cyt. wg [8], Sager [12]), co utrudnia jeszcze
bardziej orientacje.

W podejmowanej obecnie probie uporzadkowania wazniejszych funkcji wzrostu
i w analizie przydatnosci tych funkcji w badaniach organizméw ro§linnych punktem
wyjécia beda kazdorazowo zalozenia przyjmowane przy ich pierwotnym formuto-
waniu. Funkcje wzrostu zostana wige przedstawione jako koncepcje poszczegdlnych
autoréw i uporzadkowane z uwzglednieniem genetycznych zwiazkéw miedzy nimi.
Chodzi o uwidocznienie, w jaki sposéb — przez modyfikacje parametréw — funk-
cje te wywodza si¢ z podstawowego réwnania wykladniczego, badz z uogolnionej
funkcji Richardsa.

Poniewaz elementarnym zadaniem funkcji wzrostu jest przede wszystkim prosty
opis badanego zjawiska, przeto ich przeglad rozpocznie si¢ od czysto formalnych
modeli empirycznych. W dalszej kolejnosci oméwione bedg inne formalne proby,
uwazane jednak przez niektorych autoréw za ,prawa wzrostu”. Nastepnie przed-
stawione beda proby sformulowania funkcji wzrostu, uwzgledniajace pewne przes-
lanki biologiczne i wreszcie niektore funkcje uogdlniajace — jednak réwniez o cha-
rakterze formalnym. W ten sposéb powinny staé si¢ ja$niejsze ograniczenia i trudnos-
ci, z jakimi spotykamy si¢ czgsto przy rozwigzywaniu konkretnych zagadnien mate~
matycznego modelowania wzrostu organizméw, przede wszystkim roslinnych.

Opisowe (empiryczne) funkcje wzrostu

Wielomiany postaci W(t) = @,t"+a.-1t" '+... a0 (gdzie: ¢ ozmacza czas,
a, za$ wspSlczynniki empiryczne) sa czgsto stosowane do opisu wzrostu, ze wzgledu
na mozliwosé ich dobrego dopasowania do danych empirycznych. Sigmoidalny
ksztalt krzywej wzrostu moze byé opisany przez wielomian stopnia co najmniej
trzeciego. Ze wzgledu na nieinterpretowalno$é wspétezynnik6w tych wielomiandw,
maja one jednak charakter czysto formalnego opisu i nie nadaja si¢ do ekstrapola-
cyjnego prognozowania przebiegu wzrostu poza obszarem zbadanym.

Stosuje si¢ rowniez wielomiany eksponencjalne, ktore maja ogolna postaé
W (f) = H " ®, (gdzie: Fjest wielomianem n-tego stopnia). W tym przypadku opisuje
si¢ za pomoca wielomianéw, nie bezposrednie dane do$wiadczalne, lecz logarytmy
ich wartoéci. Zdaniem niektérych autoréw [6, 21] wielomiany eksponencjalne, ze
wzgledu na swoja gigtkos¢, lepiej daja si¢ dopasoa¢ do danych dos$wiadczalnych
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niz wielomiany zwykle; nie zmienia to oczywiScie w niczym czysto formalnego cha-
rakteru takiego opisu i jego nieinterpretowalnoéci. W tej metodzie najczesciej stoso-
wane 3 wielomiany drugiego i trzeciego stopnia, poniewaz uzycic wielomianéw
wyzszych stopni tylko nieznacznie poprawia wynik dopasowania, a powoduje znaczne
skomplikowanie obliczen.

Metoda dopasowywania wiclomiandow sklejanych (ang. spline) [6] umozliwia
opis przebiegu wzrosiu réwniez za pomocg wielomianéw eksponencjalnych, ale
dobieranych oddzielnie dla poszczegdlnych odcinkéw czasu. Caly okres wzrostu
dzieli si¢ przy tym na odcinki’ (punkty podzialu zwane sa tutaj wezlami — ang.
knots). Dla kazdego z tych odcinkéw dobiera si¢ oddzielnie wielomiany stopnia »
w taki sposob, aby w wezlach istniala pochodna stopnia n—1. W omawianej metodzie
trzeba wiec stosowaé wielomiany co najmniej trzeciego stopnia, by zapewnic cigg.'~$¢
drugiej pochodnej; jest to warunek, by pierwsza pochodna, ktéra jest podst.wa
obliczania wzglednej szybkosci wzrostu (RGR), zmieniala si¢ gladko w czasie.

Metoda dopasowywania wielomianow sklejanych wymaga pracochlonnych ob-
liczenn na dhugich ciagach danych doswiadczalnych. Jej szerokie zastosowanie stalo
si¢ wigc mozliwe dopiero dzigki wprowadzeniu techniki komputerowej. Dopaso-
wanie jest przy tym znacznie bardziej elastyczne niz przy ucyciu jednej tylko funkcji
dla catego okresu wzrostu. Jednak mimo niewatpliwych zalet metoda dopasowywania
wielomianéw sklejanych pozostaje wcigZ tylko formalnym opisem przebiegu wzrostu.
Daje ona jedynie mozliwo$¢ wyréwnania przebiegu wybranej funkcji do danych dos-
wiadczalnych, co wcale nie oznacza jeszcze, Ze takie dopasowanie odzwierciedla
prawdziwy przebieg wzrostu. Zludne jest réwniez twierdzenie, Ze w ten sposob
uzyskuje si¢ ciagle wartosci wzglednej szybkosci wzrostu (".GR). Problematyczne
jest wigc stosowanie tej metody nie tylko do ekstrapolacii, ale nawet do interpolacji
warto$ci w przedziale pomiedzy poszczegdlnymi terminami zbioru danych empirycz-
nych.

Jednym ze sposobow formalnego opisu wzrostu jest takzc funkcja Mitscherli-
cha, gdy stosuje si¢ ja w nieco rmienionej postaci w stosunku do jej pierwotnego
sformutowania, dotyczacego wplywu nawozenia na plon. Funkcja Mitscherlicha,
nazywana prawem zmniejszajacich si¢ urodzajow, zasadniczo wyraza zalezno$§é

e

przyrostu plonu roélin na jednostk¢ powierzchni od dawki nawozZenia:

dw

—=c(A-W

I = ¢ ( )
gdzie: A — maksymalny mozliwy plon, W — plon aktualny, x — dawka nawozZenia,
¢ — wspodlczynnik proporcjonalnoéci, staly dla roéliny.
Po scalkowaniu otrzymuje si¢ W = A(l—e™); dla wigkszei ilosci czynnikéw
(np. kilku (n) sktadnikéw nawozenia):

W= A(l—e “*)(1—e )...(1—e" "),
za$ jesli
a=C=..=C=¢ to W=A(1—e").
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Podstawiajac jako zmienng niezalezng czas (t) zamiast dawki nawozenia (x) otrzymu-
je si¢ sigmoidalng funkcje wzrostu W = 4 (1—e™ )", ktéra ma jednak czysto for-
malny charakter, wobec arbitralnej zamiany zmiennych. Funkcja ma zresztg dosc
ograniczone mozliwoéci dopasowania si¢ do danych cksperymentalnych i jej zna-
czenie w tej postaci (jako funkcji czasu) jest niewielkie. Funkcja ma punkt przegie-

In ) . s
cia w chwili t = Lt przyjmuje w nim warto§¢ W = A(l ——) . Bywa ona czasem
c n

stosowana w dendrometrii do opisu krzywej wysokos$ci drzew; wtedy najcz¢sciej
przyjmuje si¢ n =2 [9].

Doé¢ czgsto spotyka si¢ w literaturze funkcje Backmana cyt. wg [9, 14]. Jest
to funkcja przyrostu y, ktora powstaje w wyniku przeksztalcenia nastgpujacej za-
leznoéci:

log—y— = alog® =
gdzie: y, — maksymalny przyrost, f, — czas maksymalnego przyrostu.
Wyliczajac z otrzymanej zaleznodci log y otrzymuje si¢

logy = log y.+alog?t—2a(log?)(logt,)+alog® t,,

a po podstawieniu: ko = 10 ym—+alog? t,

k, = —2a logt,

kz =da
mamy

logy = ko-+kilogt+-k,log*t

Funkcja ta jest stosowana do wyréwnywania krzywych wzrostu wysokosci drzew,
ale jej formalne zalozenia powoduja, Ze mimo przekonania autora i niektorych uzyt-
kownik6w, nie moze byé ona interpretowana jako prawo wzrostu zZywych organiz-
mow.

W literaturze botanicznej, szczegéOlnie dendrometrycznej spotyka si¢ ponadto
duza ilo§¢ funkcji o charakterze formalnym, shuzacych do opisu wzrostu masy lub
wysokosci drzew. Przeglad tych funkcji mozna znalezé w pracy Prodana [9],
Kuzmiéewa [7] i in.

Funkcja wykladnicza i jej modyfikacje

Pierwszym biologicznym zastosowaniem funkcji wykladniczej byt dokonany
przez Malthusa w roku 1824 opis zmian liczebnosci populacji, rozwijajacej si¢
w sposob nieograniczony, przy braku zahamowan powodowanych przez warunki
zewnetrzne. Przyjmujac, ze zmiana liczby osobnikéw dN w jednostce czasu jest pro-
porcjonalna do aktualnej liczby tych osobnikéw N otrzymuje si¢ rownanie wzrostu
wyktadniczego

dN(1)

— = aN(t), gdz‘ie a — stata
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Stad N(1) = Npe, lub w formie logarytmicznej: InN(f) = InNo+at, gdzie

Analogiczne rownanie wykladnicze, opisujace przebieg wzrostu masy organizmu,
wprowadzit do fizjologii rolin Blackman [3]: W(r) = Woe™. Wyszedt on z zalo-
Zenia, ze narastanie masy przebiega podobnie jak narastanie kapitatu zlozonego
na procent skladany, tyle ze w skali stosowanych przedzialéw czasowych jest to
proces ciagly.

Okazuje si¢ jednak, Ze sytuacje, w ktorych wzrost liczebnoSci osobnikéw jak
i wzrost masy pojedynczego organizmu odbywatyby si¢ w sposob Scisle wykiadniczy
(ze statym wykladnikiem «) sa w przyrodzie raczej wyjatkowe i krotkotrwale [16].
W zwiazku z tym dalszy postep w dziedzinie opisu wzrostu polegal gtéwnie na mo-
dyfikacji wykladnika e funkcji wzrostu wykladniczego; zalozono, ze wykladnik
ten nie jest wielkoscig stala, lecz zmienia si¢ w okreslony sposéb wraz z uptywem
czasu (lub pod wplywem zmiany czynnikéw zewngtrznych).

Najprostsza modyfikacja funkcji wykladniczej polega na tym, Ze caly okres
wzrostu dzieli si¢ na mniejsze okresy i dla kazdego z nich przyjmuje si¢ wykladniczy
charakter wzrostu, lecz z réznymi wykfadnikami:

“i%(t—)_z aW(t), stad W(t) = Woe™
gdzie: Wy — masa poczatkowa,* ¢; — wyktadnik wzrostu w i-tej fazie wzrostu.
Jest to tzw. funkcja Brody’ego, ktora jednak nie znalazla szerszego zastosowania
w praktyce, poniewaz stanowi bardzo nienaturalny sposob dopasowania krzywej
wzrostu do danych do$wiadczalnych.

Gdy zatozy sig, ze szybko$¢ wzrostu jest proporcjonalna jedynie do rdznicy
pomigdzy masa koricowa i masa aktualng organizmu to otrzymuje si¢ roéwnanie
Gregoryego-Najdenowa (1928) znane takze pod nazwa funkcji monomoleku-
larnej:

dw(t) B
'—:ft—' = G(Wm W(f))

W postaci catkowej otrzymuje si¢ wtedy funkcje wzrostu W(t) = Wn(1—be™ ™)
(parametr b pojawia si¢ w wyniku calkowania)

b= W)

Funkcja ta nie posiada punktu przegiecia.

Gregory wyprowadzit i zastosowal funkcje monomolekularng do opisu wzrostu
powierzchni lisci ogérka. Pole liscia zalezy od liczby w pelni rozwinigtych komorek.
Jeéli x — liczba rozwinigtych komorek, @ — liczba wszystkich komorek, to % =
k(a—x), gdzie a—x jest liczba komorek rozwijajacych sig; po scatkowaniu otrzymuje
si¢ wlaénie rownanie funkcji monomolekularnej (cyt. wg [11]).
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Przyjmujac zaloZenie, ze wykladnik wzrostu w funkcji wykladniczej, opisujacej
wzrost liczebnoéci, zmienia si¢ w sposob liniowy w zaleznoéci od liczby komorek,
tzn. a = f—y N(t) otrzymuje si¢ rownanie Verhulsta (1830) — Pearla (1924):

d.
%tg_) = [B—y N(OIN(2),

ktore po scatkowaniu przyjmuje postac:

B N, e
yNgeﬁ'—yNg+ﬁ

N@) = gdzie No = N(0)

Dzielac licznik i mianownik przez y Noe™ i podstawiajac f/y = A oraz J%- —l=y
Vi¥o
mozna zapisaé to réwnanie w prostszej formie:

W — A
T 1+be ™

gdzie: A — asymptotyczna, maksymalna wielko$¢ wzrostu, b — parametr przyj-
mujacy warto$ci wigksze od zera.

Jest to znana szeroko tzw. funkcja logistyczna (nie wiadomo dokladnie, skad
pochodzi ta ,wojskowa” terminologia), czasem nazywana takze autokatalityczna
(ze wzgledu na tradycje tej nazwy przy opisie rrzebiegu pewiiych reakeji chemicz-
nych) [11].

Wychodzac z zalozenia, ze predkos$¢ wzrostu r. asy ciala jest proporcjonalna do
aktualnego cigzaru osobnika oraz do réznicy migdzy jego cigzarem koncowym
i aktualnym, czyli

DO _ Wiy (W W)
dt
gdzie: W, — masa maksymalnie mozliwa (konicov.2), a y — wspolczynnik propor-
cjonalnosci.

Robertson (1908) i Oswald (1908) (cyt. wg [20]) doszli do analogicznego row-
nania wzrostu, ktére po podstawieniu y W,, = f daje dla zmian masy takie samo
réwnanie, jak wyzej omowione, opisujace zmiany liczebnosci.

. 5 - o= Inb . . :
Funkcja logistyczna ma punkt przegiecia w chwili 7 = % i osigga w nim war-

to§¢ W/2, (lub A/2), niezalezna od pozostatych parametréw. W zwigzku z tym jestto
funkcja nieelastyczna; opisuje ona bardzo niedokladnie prawdziwy przebieg wzrostu.

Inny sposob modyfikowania stalej wzrostu w funkcji wyktadniczej przedstawia
funkcja Gompertza, po raz pierwszy zastosowana w 1825 roku do opisu §miertel-
noéci osobnikéw w populacjach ludzkich. Jej ponowne sformulowanie i nowsze
zastosowania mozna znaleZé w pracach Davidsona (1928) i Lairda (1964) (cyt.
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wg [20]). Funkcja ta powstala przy zaloZeniu, ze wykladnik réwnania wzrostu
wykladniczego jest takze funkcja wyktadnicza, malejaca, a mianowicie:

da_
a7

gdzie y jest wykladnikiem tej nowej funkcji wykladniczej. Rozwigzaniem ukladu
réwnari:

1 dw 1 da

wa " adr 7
jest funkcja

=20 (1—e-) ~%0 %0 e —20 -t

W= Wye " = Wye e ? = Wne ?

-
gdzie ap = a(0), W = Woe ? — asymptotyczna maksymalna wielkos¢ W. Wy-
kresem tej funkcji jest krzywa sigmoidalna, niesymetryczna wzglegdem punktu prze-
gigcia. Funkcja ma punkt przegigcia w chwili

i osiaga w nim warto$¢ W,/e.

Funkcja Gompertza znalazia do$¢ szerokie zastosowanie. Migdzy innymi Beier
i wsp. [1] postuzyli si¢ niag przy opisie umieralnosci osobnikéw populacji ludzkiej,
a Thornley [18] zastosowat ja do opisu wzrostu masy pojedynczej komorki niemerys-
tematycznej w ro§linie (wyktadnik y jest w modelu Thornleya parametrem opisu-
jacym stopniowe zmniejszanie warto$ci wzglednej szybkosci wzrostu i jest inter-
pretowany jako czynnik starzenia).

Funkcje oparte na przeslankach biologicznych

Pierwszym Kktory zalozyl, ze szybko§¢ wzrostu masy organizmu jest roéznica
dwoch przeciwstawnych procesow — tworzenia substancji organicznej (asymilacji
tj. anabolizmu) i jej rozpadu (dysymilacji tj. katabolizmu) byt Putter w 1920 r.
(cyt. wg [2]), [20]. Szybko$¢ tworzenia masy jest w jego funkcji proporcjonalna do
powierzchni, za$ rozpadu — do objgtosci ciata (zalozenie to moze by¢ uzasadnione
dla organizméw jednokomorkowych, szczegdlnie o ksztalcie zblizonym do kulistego).
A zatem:

"t?t" = 7]1 —xl
gdzie: W — masa, / — wymiar liniowy charakteryzujacy organizm, # i z — wspol-
czynniki okreslajace intensywno$¢ anabolizmu i katabolizmu.
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Funkcja Puttera sama nie znalazta szerszego zastosowania, ale jest ona wazna,
poniewaz stala si¢ punktem wyjscia do stworzenia teorii wzrostu sformulowanej
w 1941 roku przez von Bertalanffyego [2].

Funkcja von Bertalanffy’ego jest ogblna w tym sensie, ze szybko$¢ narastania
masy kazdego Zywego organizmu rzeczywiscie zalezy od roznicy jego aktywnosci
anabolicznej i katabolicznej. Jednak pozostale przestanki fizjologiczne (a mianowicie
allometryczny zwiazek anabolizmu i katabolizmu z masa ciata) ograniczaja jej sto-
sowalno$¢ tylko do nicktorych grup $§wiata zwierzat. Bertalanffy zdawal sobie z tego
doskonale sprawe, ale poZniejsi badacze zapomnieli o tym.

Bertalanffy udoskonalit funkcje¢ Puttera przez wprowadzenie w miejsce wymiaru
liniowego (/) masy ciata (W) w cdpowiedniej potedze, zaleznej cd gatunku zwierzgcia.
W postaci rézniczkowej:

(iTl:V =1 Wm__x Wn
gdzie: 5 i » £3 to — pcdobnie jak w funkcji Puttera — stale, charakteryzujace in-
tensywno$¢ anabolizmu i katabolizmu, a m i n sa stalymi allometrycznymi, charak-
teryzujacymi zwigzek danego procesu z masa ciala. Na podstawie wynikéw badan
empirycznych Bertalanffy przyjmuje, ze n = 1, tzn. ze aktywno$¢ kataboliczna orga-
nizmu jest w przyblizeniu wprost proporcjonalna do jego masy.

Po scalkowaniu uzyskuje si¢ wtedy nastepujaca posta¢ rOwnania:

W — [??/x_ (1?/.‘-{—- W(cl'-m) e-—(l—m]xr]h’(l =m)

gdzie: Wy = W(0).

Bertalanffy wyznaczyl takze dos$wiadczalnie wartoSci stalej allometrycznej m
dla réznych gatunkow zwierzat i stwierdzil, ze 2/3 < m < 1. Jeéli stata allometryczna
m = 1, czyli gdy takze aktywno$¢ anaboliczna jest wprost proporcjonalna do wagi,

" dw ;
to wowczas F (n—=) W. Uzyskuje si¢ wtedy rownanie wzrostu wykladniczego,
ktorego wykladnik jest réznica intensywno$ci obu proceséw metabolicznych. Gdy
m = 2/3 réwnanie von Bertalanffy’ego przechodzi w pierwotna funkcje Puttera.

Funkcja von Bertalanffy’ego jest dosé elastyczna; jej punkt przegigcia wystgpuje
w chwili

" = 1=m
1111 o "xn

1—m

- T . L. S
#(1—m)

Funkcja przyjmuje w nim wartos$é

p \Ma-m
W(t*) = (— m)

Inna probe fizjologicznego ujgcia procesu wzrostu jest funkcja zaproponowana
przez Zelawskiego i Lecha [24, 23]. Zakladajac, ze wzgledna szybko$¢é wzrostu
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jest najwigksza w chwili 7o (tj. rozpoczecia wzrostu) i Ze zmienia si¢ ona w ciagu
calego okresu wegetacji nastgpujaco:

gdzie: r — maksymalny poczatkowy wykladnik wzrostu, #-— maksymalny czas
trwania wzrostu (fotosyntezy), @ — parametr zwigzany z zaopatrzeniem w produkty
fotosyntezy, otrzymuje si¢ po scalkowaniu sigmoidalna funkcje, ktora nie posiada

asymptoty:
1 t
IS {’" ['ﬁi&ﬂ?

Funkcja ta jest rowniez pewna medyfikacja funkcji wykladniczej. Oparta jest ona
na zalozeniu, ze poczatkowo meksymalny wykladnik wzrostu zmienia si¢ w czasie
(maleje) w wyniku oddzialywania zewnetrznych lub wewngtrznych warunkow,
ograniczajacych proces tworzenia substancji organicznej. Wszelkie ograniczenia
wzrostu oddzialywaja poprzez ograniczenie fotosyntezy, co wyraza wykladnik a,
dzialajacy na wielko$é (1/t,), tj. na wzgledna dlugo$¢ okresu wegetacji. Funkcja ta
jest do§¢ elastyczna. Jej punkt przegigcia zalezy od parametru a: im wigksza jest
warto$é tego parametru tym pozniej wystgpuje przegiecie; funkcja pozwala zatem
medelowaé takze sytuacje, gdy przyrost ulega gwaltownemu zalamaniu dopiero
tuz pcd keniec ckresu wzrostu.

Jesli przyjaé, ze a nie jest wielkoscig stala, lecz zmienia si¢ w czasie, wtedy za
pomoca zaproponowanej funkcji mozna by wymodelowa¢ kazda, nawet do§¢ gwal-
towna zmiang przebiegu wzrostu. Mozna wtedy zalozy¢, Ze parametr a jest staly
w poszczegdlnych okresach i zmienia si¢ skokowo. Jeli przyja¢ jednak, Ze a jest
ciggly funkcja czasu, to rownanie rézniczkowe daje si¢ scatkowaé jedynie metodami
numerycznymi.

Wada przcdstawionej funkcji jest to, Ze parametr a nie jest niezalezny, lecz wplywa

Wobec tego ta sama warto$¢ a poweduje r6zng zmiang wzglednej szybkosci wzrostu,
zaleznie od tego, czy dziala na poczatku, czy przy koricu okresu wegetacji; podobnie
je$li zmienia si¢ czas maksymalnej fotosyntezy 7, , to zmienia si¢ jednocze$nie wartosci
parametru @, co utrudnia jego interpretacje. Gdyby udalo si¢ zwiazaé parametr
@ z mierzalnymi wielko§ciami wyrazajacymi zaopatrzenie w produkty fotosyntezy,
to omawiana funkcja, ze wzgledu na swoje fizjologiczne przestanki, moglaby by¢
stosowana do badan symulacyjnych procesu wzrostu.

na zmiany wzglednej szybkos$ci wzrostu przez modyfikacje wartosci utamka (—)

Uogoélnione funkcje wzrostu

Jedna z pierwszych préb sformulowania uogolnionej funkcji opisujacej wzrost
byly prace Pearsona (cyt. wg [9]) i Prodana [9]. W odréznieniu od wigkszosci
pozniejszych autoréw Pearson nie szukal ogoélnej funkcji wzrostu, lecz zapropono-
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wal rézniczkowa postaé ogdlnej funkcji przyrostu y, czyli zaleznos¢, ktorg mozna
by okresli¢ mianem ,,przyspieszenia” wzrostu:

dy _y(m—x) _ y(m—x)

dx g(x) a-+bx--cx*

gdzie: x — czas, m — czas maksymalnego przyrostu; w miejsce funkcji g(x) Pear=
son proponuje wielomian, np. drugiego stopnia. '

oy . . : d
Jak widaé, przyrost jest maksymalny, gdy ,przyspieszenie wzrostu” d—i =0,

tj. gdy x = m. Calkujac wyjéciowe rownanie otrzymujemy funkcj¢ szybkosci wzrostu
y(x), ktorej postaé zalezy od stopnia wielomianu wystepujacego w mianowniku
i od wartoéci jego parametréw. Calkowanie funkcji y(x) moze byé jednak dos¢
skomplikowane. Wiele funkcji wzrostu ma druga pochodna takiej postaci jak pro-
ponuje Pearson. Podejécie Pearsona ma jednak charakter czysto formalny i nie jest
oparte na przestankach biologicznych.

Prodan [9] przedstawia funkcjg przyrostu jako iloczyn funkcji potegowej i wy-
kladniczej w nastgpujacej postaci:

. y = axm e~ kx

Widaé, ze y(0) =0, a gdy x » oo to y—0. Funkcja ta ma dwa punkty przegigcia
i jedno maksimum.

Funkcje Pearsona i Prodana znane i stosowane sa gtownie w dendrometrii.

Wychodzac z réwnania Bertalanffy’ego Richards [10] utworzyt uogélniong
funkcje wzrostu, ktora znalazta pewne zastosowanie w pracach botanicznych. W miej-
sce wartosci /x4 ™™, do ktorej asymptotycznie zbliza si¢ wykres funkcji von Berta-
lanffy’ego, Richards wprowadzit stala wielko$§¢ asymptotyczng A, a wyrazenia
n/x— W4 ™™ i »|(1—m) zastapil przez stale g i k. W rezultacie rownanie calkowe Ber-
talanffy’ego, po podniesieniu obu stron do potegi 1—m przybiera prostsza postac:
W™ = 4'""_Be™™ a po kolejnym podstawieniu b = p4™ ' dla m<1i b=
—pA™ ! dla m> 1, upraszcza si¢ ostatecznie do nastgpujacej formy uogélnionej
funkeji logistycznej: W™ = A'"™(1—be™™) czyli W = A(1—be )" "™ dlam<1,
a dla m>1

W™ = A'"™(14-be™), czyli W= A(14-be” )™,

W ten sposéb Richards zastapil kombinacje wspolczynnikow réwnania Berta-
lanffy’ego przez niezalezne od siebie parametry A, b i k. Zrezygnowat on roéwniez
z ograniczeni nalozonych przez Bertalanffy’ego na parametry 7, » i m. Funkcja
Richardsa jest z matematycznego punktu widzenia ogolniejsza (obejmuje szersza
klase funkcji) niz réwnanie Bertalanffy’ego, z ktorego zostala wyprowadzona [25].
Jej parametry maja jednak znowu charakter czysto formalny i sa biologicznie nie-
interpretowalne, mimo ze powstaly z wielkosci, ktore w swej pierwotnej postaci
byly zdefiniowane pod wzglgdem fizjologicznym.

Z funkcji Richardsa mozna otrzymaé funkcje logistyczng, gdy m = 2, funkcje
monomolekularng, gdy m = 0. Dla pewnej podrodziny funkcji Richardsa mozna
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rowniez uzyska¢ funkcje Gompertza jako granicg przy m — 1; jest to mozliwe na
przyklad dla postaci: W,(f) = A(1—a) l—m(e™*)/~™ [15].
Wowczas:
lim [A(1—a(1—m)e ¥/~ — geoe™
m=1

(Dowdd tej zbieznodci przedstawiony przez Richardsa [10] jest niepoprawny [15]).

Warto zauwazy¢, ze niezaleznie od Richardsa do wzoru tej samej funkcji doszli
takze, cho¢ na innej drodze Sawinow, Wasiliew i Szmidt [13]. Przedstawili
oni w 1977 roku funkcjg¢ wzrostu (y,) w postaci

ea+br k
yk(r)=A(1~ , )
C

gdzie: A — asymptotyczna wielko$¢ maksymalna, a >0, b <0, k # 0.

Podstawiajac w tym rownaniu zamiast k wielko$¢ 1/(1—m), zamiast e”* wielko$é b,
zamiast b wielko$¢ (—k) otrzymuje si¢ rownanie Richardsa. W przeciwicnstwie do
funkcji Richardsa funkcja y,(f) jest zbiezna do funkcji Gompertza przy kazdym
k = co.

Funkcja Richardsa znalazta do$¢ duze zastosowanie w pracach botaniczaych,
glownie do opisu wzrostu liscia [4, 13], a wigc organu o ograniczonej wielkosci kon-
COwej.

Inna funkcje¢ uogélniajaca (ktéra jej autorzy nazwali nawet teoria wzrostu)
zaproponowali Turner i wsp. [19]. Funkcja ta ma posta¢ rdézniczkowa:

dx

-V d-mpegm 1+p
g &%)

a po scatkowaniu:
k

F T U —0T

gdzie: g, p, T, n — sa to parametry, natomiast k jest asymptotyczna wielkoscia kon-
cowa wzrostu (x).

Po podstawieniu konkretnych wartosci parametréw otrzymuje si¢ z funkcji
ogolnej (tzw. generujacej) nastgpujace funkcje wzrostu: Bertalanffy’ego —
Richardsa, logistyczna, Gompertza, wykladnicza, a ponadto niektore inne, nie
opisywane dotychczas w literaturze, a nazwane przez autorow hiper-Gompertza
i hiperlogistyczna ; wzory tych funkcji mozna uzyskacé z funkcji generujacej na drodze
dos$¢ skomplikowanych przej$¢ granicznych, ktorych szczegétowe przedstawienie
byloby tu ktopotliwe. Tym bardziej nie warto tego robié, gdyz ta teoria wzrostu
jest interesujaca jedynie od strony matematycznej, ale biologicznej istoty procesu
wzrostu i jego podstawowych uwarunkowan nadal nie wyja$nia. Parametry wyste-
pujace we wzorze funkcji generujacej znowu nie daja si¢ zinterpretowaé. To, ze
tych parametrow jest wigcej niz we wezesniej omawianych funkcjach, ogranicza jej
uzytecznos$¢, takze w zastosowaniach do czysto formalnego opisu wzrostu, ze
wzgledu na trudnosci linearyzacji i oszacowania parametrow metodami iteracyjnymi.

3 — Wiadomosci Botaniczne, t. 28, z. 3
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Jedna z préb znalezienia ogdlnej funkcji wzrostu podjat takze Emanuel [5].
Stwierdzit on, ze rézniczkowe réwnanie wzrostu mozna zapisa¢ w ogolnej postaci:

E ‘E=9>(f)

F dt
gdzie: ¢(t) = @y (1)—@2 (1), ¢1 — jest funkcja charakteryzujaca predkosé rozmnazania
komorek, ¢, — charakteryzuje §miertelno§¢ komoérek. Po scatkowaniu F(f) =
= Fye j (P(I)dt.

Niestety w pracy nie zostaly przedstawione konkretne postacie funkcji ¢, i ¢,,
co mogloby ewentualnie stanowi¢ o biologicznej interpretowalnosci zaproponowa-
nego uogdlnienia. Natomiast wzor funkcji F(#) nie jest dobrym uogélnieniem funkcji
stosowanych w analizie wzrostu wobec oczywistego faktu, ze dla kazdej funkcji F,
ktérej logarytm jest rézniczkowalny, istnieje zawsze funkcja ¢(f), spelniajagca powyz-
d(InF)

da

Jeszcze jedna probg sformulowania funkcji uogdlniajacych podjat Sager [12].
Jednak i w tym przypadku wszystkie zaproponowane rozwigzania maja charakter
czysto formalny. Sager uogolnia funkcj¢ Bertalanffy’ego, Gompertza i nicktdre inne
przez wprowadzenie dodatkowych parametréw, ale czyni to jedynie w celu uzyskania
lepszej gigtkoéei funkcji; autor ten nie formutuje przy tym zadnych zalozen fizjolo-
gicznych. W pracy znajduja si¢ dokladne charakterystyki przedstawionych funkcji,
m. in. rozwigzania réwnan calkowych i wykresy wartosci funkcji, oraz ich pochod-
nych, dla réznych wartosci parametréw. Rozpatrywane przez Sagera klasy funkcji
(wzrostu lub przyrostu) sa nastepujace:

1)

dW m q
e kW™ (tg—1)
(rozwigzania calkowe maja rézne postacie w zaleznosci od parametrow m i q);
funkcje t¢ mozna traktowaé jako uwogélnienie funkcji Zotiny i Zotina [22]
(m =1, g =1) (g — maksymalny czas wzrostu)
2)
%If—, =k’ (i —1")
(calka tej funkcji jest znana w matematyce funkcja specjalna Beta)
3)

ol
)

(E — asymptotyczna wielko$¢ koricowa wzrostu); dwie ostatnie funkcje stanowia
modyfikacje funkcji harmonicznej i charakteryzuja si¢ duza gigtkoscia.

szy wzlr tozsamosciowo, a mianowicie @(f) =
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5)
aw
— =kW"/t*
dt /
(ta funkcja ma rézne postacie calkowe zaleznie od wartodci parametru m)
6)
dw S
'E't“ =kW"e
jest to uogodlnienie funkcji Gompertza (funkcj¢ Gompertza otrzymuje si¢ dla m = 1);
dodatkowy parametr m powoduje wigksza elastyczno$¢ funkcji.
7
W= W,(1—ie )"

gdzie A= 1—(Wo/W)'", ¢ = bjn, W, = (a/b)" jest uogélnieniem funkcji Berta-
lanffy’ego (@, b — stale anabolizmu i katabolizmu); jest to jednak posta¢ analogiczna
do réwnania Richardsa. _ .

Przedstawione funkcje moga byé przydatne do celow empirycznych, lecz ze
wzgledu na skomplikowane postacie rownan catkowych, do wyznaczania wartosci
parametréw nieuniknione jest zastosowanie metod numerycznych.

Dyskusja

Wobec niemoznosci bezposredniego pomiaru suchej masy rosngcego organizmu
prawdziwy przebieg wzrostu osobnika nie jest znany i w ogdle nie jest mozliwy do
ustalenia. To co probuje si¢ odgadnaé jako ,;rzeczywisty” ksztalt krzywej wzrostu
reprezentuje pewna idealizacj¢ tego przebiegu, odnoszaca si¢ wszakze do $redniego
osobnika badanej populacji. Totez ocena jakoSci przyblizenia uzyskiwanego przez
zastosowanie poszczegolnych funkcji wzrostunie moze polega¢ jedynie na poréwnaniu
zgodnoéci przebiegu tych funkcji z danymi empirycznymi, lecz musi si¢ opieraé takze
na ocenie stopnia fizycznej i biologicznej interpretowalnosci wystgpujacych w row-
naniu parametréw. Kryterium ,,prawdziwo$ci” przebiegu wzrostu powinno wigc
obejmowaé oceng zdolnoéci prognostycznej danej funkcji i eksponowa¢ wyjasniajacy,
a nie wylgcznie opisowy charakter danego modelu wzrostu.

Z przedstawionego przegladu wynika, Ze Zadna z proponowanych funkcji wzros-
tu, mimo przekonania niektorych autoréw, nie okazata si¢ by¢ uniwersalnym prawem
wzrostu. Wiele z nich nadaje si¢ do opisu réznych ksztaltéw krzywych wzrostu
i w roznym zakresie, lecz nawet proby zastosowania przestanek fizjologicznych
nie doprowadzily, jak dotychczas, do sformutowania réwnania, ktore by uwzgled-
nialo ,,prawdziwy” przebieg wzrostu i jego podstawowe uwarunkowania, szczegolnie
u organizméw ro$linnych. W gruncie rzeczy, maja one wszystkie charakter czysto
formalny i moga by¢ stosowane jedynie do opisu zakoriczonego wzrostu, a nie do
wyjaéniania i przewidywania przebiegu wzrostu, ktory si¢ dopiero dokonuje.
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Jak wspomniano we wstepie, wigkszos¢ omawianych funkcji wzrostu zostala
sformutowana i jest uzywana do badania organizméw zwierzecych, ale niektore
znalazly takze zastosowanie w naukach botanicznych. Jednak ze wzglgdu na istotne
réznice w przebiegu wzrostu roélin i zwierzat, stosowanie tych funkcji w analizie
wzrostu ro$lin jest ograniczone do tych szczegolnych przypadkow, gdy chodzi o za-
dania czysto opisowe. Ogromna zmienno$¢ fenotypowa roslin, zwiazana z tym, ze
proporcje pomigdzy poszczegdlnymi czgSciami nie zmieniajg si¢ W sposob z gory
ustalony, lecz zaleznie od warunkéw zewnetrznych, przesadza o tym, Ze wzrostu
tych organizméw nie moga charakteryzowa¢ funkcje, ktorych ksztalt jest z gory
zdeterminowany przez stale wartosci parametrow. Dlatego tez nawet funkcja Ber-
talanffy’ego, ktora skadinad opiera si¢ na stusznym ogoélnie zalozeniu, ze przyrost
masy jest roznica intensywnosci anabolizmu i katabolizmu, nie powinna by¢ sto-
sowana do roélin. Zawiera ona bowiem zwiazki allometryczne pomigdzy intensyw-
nosciami tych proceséw i masa organizmu, a u roslin, wobec zasadniczego rozbudo-
wania powierzchni w stosunku do objetosci ciala i uwarunkowania anabolizmu od
tej rozwinigtej powierzchni, zwiazki te sa trudno uchwytne, a ponadto niestale.
Poniewaz funkcja Richardsa jest tylko przeksztalcona funkcja Bertalanfly’ego
i takze zawiera, choé¢ w sposob mniej widoczny, stala allometryczng, to naturalnie
powyzsze zastrzeZenia stosuja si¢ takze do niej.

Funkcje z asymptota w ogole nie powinny by¢ uzywane do prognozowania prze-
biegu wzrostu roéliny, gdyz koricowe wymiary — szczegdlnie rosliny wicloletniej,
nie sa z gory zdeterminowane, lecz sa w duzej mierze wynikiem dzialania warunkow,
w jakich ta roélina si¢ rozwijala. Stosowanie w botanice funkcji Richardsa i innych
funkcji z asymptota moze mieé pewien sens, gdy chodzi o opis obiektow posiadaja-
cych maksymalne, z gory okre§lone wymiary koricowe. Funkcje te moga by¢ wigc
z powodzeniem stosowane na przyklad do opisu wzrostu tych czesci rosliny, ktore
charakteryzuja si¢ ograniczonym wzrostem, jak owoce czy liScie [4, 13]. Znajduja
one takze zastosowanie przy opisie wzrostu biomasy calego zbiorowiska organiz-
moéw, rosnacych na ograniczonej powierzchni [8]. Kazdy osobnik, wehodzacy w sktad
tego zbiorowiska, rostby zupelnie inaczej w izolacji, natomiast konkurencyjne ogra-
niczenie przestrzeni determinuje koficowy rozmiar calej biomasy na zajmowanej
przez te ro$liny powierzchni; w ten sposob asymptotyczna wielko$¢ koricowa uzys-
kuje interpretacj¢ biologiczng.

Wszystkie dotychczasowe proby stworzenia matematycznego modelu wzrostu
ro§liny maja zatem wartoéé jedynie jako modele empiryczne (opisowe), i wydaje
si¢ problematyczne, czy moga one stanowi¢ wlasciwy punkt wyjscia w pracach zmie-
rzajacych do poznania mechanizmu wzrostu roéliny, jak to sugeruje Hunt [6].
W fizjologii roélin podejmowane sa dopiero pierwsze proby sformutowania modelu
wyjasniajacego przebieg wzrostu. Model taki — gdyby udalo si¢ go zbudowaé —
powinien uwzglednia¢ modyfikujacy wplyw Srodowiska, ktore nie dziata na wzrost
ro$liny wylacznie hamujaco lub stymulujaco, lecz zmienia sam przebieg wzrostu
przez oddzialywanie na rozdzial produktéw fotosyntezy pomiedzy asymilujace
i nieasymilujace czgsci rosliny [26].

Praca wykonana w ramach problemu MR-II-7, koordynowanego przez PAN.
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